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1. Le falde delle pianur~ alluvional i sono spesso riconducibil 

ad aquiferi porosi, non omogenei e freatici. 

R i f e r- j arno un tale acquifero ad una terna di c ar- teso i an i 

or t o qon a l i con l~asse z verticale e positivo verso l/alto e con 

l/asse x tale che il piano xz contenga il vettore velocita~ di 

filtrazione nella ovvia a bb i .:c. s.empr- e 1 a 

medesima giacitura. 

nel l ." j p o t e s i Cc.9giunti'-.Ja che i 1 frtE' Z:Z CI s i a. 

omogeneo in direzione y, segue che lungo tale asse tutte 1e
 

gr~ndezze in gioco saranno nulle o costanti.
 

Il p rob l erna e'" quindi ricondotto ad un problema piano,
 

indefinita d/equilibrio dinamico (MANTICA-1980) 

( 1 ) SUJ 
8 

=. i r' i du c e a l 1 a 

( 2) 

( 3) 



-------

ne segue che 

aH ::0' 

Òt, 

da cui sostituendo la (3) e la 

stessa lunzo z , si avra/: 

(4) nella (2) ed 

(4) 

integrando la 

H

'" Jircl f_)K...dH.\f d'i: ~9-15~d'L '6 d H 
o ~\. d>< lJ _ C dt 

dCl1JEt 

9~I;\d~-

s up p o s t o poi 
~ 

= C Ca -:. t. , S €t 1;1 U e : 

( 5) 

~[rH-K~1 dH i_::4'+1'~~ dzdH 
dX)o dX] o "dt 

( 5'~ ) 

L:integrale a secondo membro 

-fHS~~A~_ 

\ 



rappresenta il cosi/ detto coefficiente di immagazzinamento S 

p e r- t a n t o P IJ o .' e s s e r-e sos t i t u i t o c o n 1 -' e s p r e s s i·o n e : 

s = s ( x, H <x,t» 

da cui 

Ana-l o q arne n te 1" i nte-çra-l E'.... 

puo/ essere rig~a~dato COITI€' l a t r· a ·:.rn is S, i I.) i t a / T 

dell/acquifero, dove T -dipende, contrariamente a quanto avviene 

per le falde art~siane, anche dal tempo, oltre che dallo spazio. 

S i P IJ CI -' d IJ n q IJ e s' I: r· i I.) e r· e l a. : 

T=T0, H (x/t)) =fH kJ.-~ 
o 

c h Et s o s t i t 1J i t a n e 1 l a (5 ") da. 1.3



2. Alla (5'''~'') vanno associate le condizioni al contorno, clve 

esso e"- noto, Et quelle iniziali. 

Se poniano l/attenzione sul1~ a~quifero schematizzato in fig. 1 

e grossomodo rispondente a q ue l 1o della e semp l i f i c az j CIn e 

numerica esposta in 6 le condizioni al contorno si r- i du c on o 

lt 
.. -..

a b xr 
FS·.J 

alla conoscenza in a e b : 

o dei valori del potenziale H <cond. di Dirichlet)
 

o -de i v aloc__i_.del 1 ~_ :·IJ':'_ de r- i v a t a p r· i rna J- H/' d x
 

( I:-CtfJ d .~ d j _ t···J e U man n) «:" 

Ad esse va aggiunta la condizione iniziale, cioe/ la conoscenza 

della. f un z i on e 

H= H(-x, t ) 
O 

cìov e t e'" 1 ..' i .:.t an t e iniziale del per i o do che :.; de s i de ra 
O 

studi ar·e. 



3. Il problema esposto in ,:.i inquadr-a, da un punto di vista 

m-:tt e rn a t i c o , in quel 1 i di soluzioni di equazionr 

integro-differenzial i in un dom i n i CI a f r-on t i e ra 1 i be r

a r- gomento ben c omp l e s s o ed u-na-cui trattazione ri~orosa esul 

dal le intenzioni e dal le competenze degl i scriventi. 

Proob l erri i d i t a 1 e tipo sono stati affrontati anni 

r i c t? r c a t or- i del L.A.N. <Laboratorio di Anal isi Nurne r- i ca) de 1 

c: •l''~ • R. P r Eto:'S CI l' Universita/ di Pavia, interessati a cio/ dal 

p r· of • Maione e numerosi s on o 91 i ar t i C CI1 i cefn qua 1 

m~tematici pavesi hanno relazionato sull/argomento,dimostrando 

P Et r' 1a t o t a l i t a' dei 

r- i su 1 t a t i per'venu t j dapprima per via 

numerica e, solo successivamente, per via anal itica, di p i I.J 

Tr'a l av or- i di viene qui ricordato quello di 

E • t--1AGEr-··JES (1 '7'7 2 ) c he r-ap p r· e ':.E' n t a 1 CI -:. t Cf. t IJ S. de 1 1 ." ar t e a 1 1 .-- Et PCrC d_ 

del le cennate ricerche. 

I l Pr· otl1~~mà- i --t-~1-1r;:,t r· a t er-d.:.. tv1a.9 E' n E"5-E''' qu €' 1 J Ci de J l a-~di g-a d. s e z i on E' 

rettango1~re e nbn molto dissimile dal nostro (almeno dal punta 

di vista dello spazio sul quale si vuole studiare il moto del 

fluido nel mezzo ~oroso) ed e/ stato affrontato in passato da 

q u s 1 i.' Hu =.k a t (1947), Palubarinova e Kocina (1962), 

H.3.r r- ( 1 ';:' .52) , HaITI€" 1 (1 934), Ar' i n e Numerov (1965) con il rrae t
 

delle tras~ormate conformi ed in particolre con quello del cosi/
 

de t t o ..P i ·:c,n o cllj CII;' r· d. f CI 11 •
 

In t ernp i p i u ..'
 



Wi therspoon (1970) ed -altri hanno risolto il problema tramite 

1 " Ana 1 i si Funzionale, riconducendol0 o alla soluzione 

di un" equazione funzionale od alla stabil izzazione di un 

funzionale. 

Quest j u 1 t j m i met.odi, svLl up p a ti j n p arf i col arie dal punto di 

vista n urne r-i c o , hanno fornitc" secondo Magenes (loc.cit.), 

soluzioni che "si sono di rno s tra te efficaci" anche se 

procedimenti non sono "rigorosi". 

A r- i su 1 t a t i numer-f c i sodd i sf ac Etn t i s on o gi unt j an c h e 

Commenciol i, Guerri e Volpi (1971) del L.A.N. di Pavia. 

I l me t odo di BAIOCCHI (1972) da , i n v e c e, a t a 1 i p r- ob 1 Etrr. i u n a 

soluzione rigorosa da un punto di vista matematico ed inoltre 

risul t a efficace per- "l"appl i c az i on e nurnerica dello stesse•• 

Esso consta nel r i c on du r-re j 1 problema a quello di una 

d i :-e q u az i on e var- .ìaz i.on.a.l.e.. __.a.Ll-i-t-t i c a su un insieme convesso 

chiuso di uno spazio Hilbertiano. 

L __Jg "SC~C 
:-~ ::;:i-: __ """"_~o~- ~.. .'~
 

i
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4.In questa Nota 91 i Autori si p~opongono di risolvere la (5/~/) 

in H, allorquando siano noti parametri idrogeologici e le 

condizioni di emungimento e di al im~ntazione del1~acQuife~oe 

A tale scopo,svilu~pando la derivata a primo membro della (5"') 

si ottiene la 

IT"'H S ( 7)+ O =-9+' dHC>x2. ·"dt 

che pc. tra" e sser e r i so 1 t a tram i t e discretizzazione alle 

differenze finite. 

Po i c h e " . nelle applicazioni pratiche non e/ i r-r I levante il c a s.o 

di rno t o pe r-marre n t e , si e-' dapprima fissata. l/~a-t~'"E"rrzjone su t-ale 

i p o t e s i c h e-r c omp or-t a 1,;._ r-iduzione della (7)-a-~1a- : 

-O-'al-tr'a, parte la. s o l u z i on e della. (7) nel ca.so p i u " generale di 

tq_ QJ~rmanente. 
-

Si fissi quindi l/attenzione su un dominio discretizzato come in 

f i gur-a 2 K 

............... 

2 3 
A 2. 

_--.:.r-~- --~ 



l 
~-

con ovvio significato di 6.x e ba· z 
i ,K 

In p ar- t i col are si supponga, in una .p r- i ma fase, che 1 a 

discretizzazione lungo l .' a s'3-e delle x sia a pa.sso costante 

ì<nessuna i p c t e s restrittiva viene fatta sui passi fj" z) e si 

discretizzi 1 a ( 8) trami te 1 a classi c a f or-rnu 1a a. tre 

punti ,oIJly1er'o, c on s i de r-a t o il punto p<j) de l l a r-ete del imi t a t o 

da. i punti P<j-1) e P<i+l) ed indicando con cl una qu a l un qu e delle 

grandezze H,Q e T, in questo punto, il valore medio qel1a 

funzione e quello delle sue derivate prime e seconde sono 

rispettivamente dati da: 

~ (fl. ) 

q(R+J)-~ Pp.-A) 
2. ..6.0)( 

~ (\1 .A.) -'2 c\ ~?i.) +q (\1;, -~) 
A~2. 

Per-t an t o l-a- (-a)~Q-S-~--d+s-cr-e t i z z a t a, a s surne 1 -;! f or-ma : 

(~-i -+4li -li..3. ) \4~_:t - 51: Ht:+ (-~~ .-+4l+~«-)}{.4.+4 =-~ '1L Ll~ (9) 

,-: 1,- r""a~ --i 
n 

Con l~aggiunta delle condizioni al c on t or-n o (del t i PCI di 

Dirichlet) relative ai punti di indice i =1 ed i-= I rnax (ved~ 

figura 2), ovvero supposto noto il p o t e n z i a l e nei punti i=l ed 

i= Imax, segUi? che 1e (9) CO':· t i tu i s c on o un ~.i-=.terna 

ap p are n t eme n t e l Ln e are in H di t-·J=Im.:'.x-2 e qu az i on i in altr-ettante 

i n c oqn i te e s.u s.c e t t i b i le di essere :.intetizzatcl nell'a f or-rnu l a 

"'1 .. 
' .. 

--~  -----_._
~- ~- -,- - - 



ma t r- i I: i .3,.1e : 

(10) 

A la mat~ice 

caratterizzata 

e--

( 1 ) 
geri~r-ica r-iga n-esima1 a 

dei coefficienti del sistema, di ordine 

dal l/ave~e tutti 91 i elementi nul1 ad 

eccezione di 

( 1 1 ) 

n: 1, 11 

t . 2/ ]Jn~~ '1. 

(2) 

H e i
' i l l.} e t t Ctr· e dei p o t e nz i al i i nc oqn i t i 

t e rrn i n i n o t i i 1 cui gener- i CCI 

e 1 Etme n t o t.) d. l i? : 

( 12) 

11 :. 2 )}/ ... -!. 

i -:. 2 J l m4iJt - 2 

'(l)	 Per' indicar-e oli -e1efTlenti della ma t r I c e Cl Et dei v e t t orI Bed 
~l IJ i e n e u t i l i z z a t Ct 1 / j n d i' c e n, v .~r' i ab i l Et da 1 a d t-~, P Etr- 1 Et 

al tr'e gr·,:..ndezze s j.. u t i II i z z a l " i nd i ce i ,da. 1 ad Irnax , 

I 
.	 I 

(2)	 il t e r m i n e u p c. t e n z' i a,l e ll e/ qui usato, secc.ncici 
__l a -= on SIJ e_.t-u.c:Li.-rl-J?-,- ma t IJ t t av i a i rnp r- Cfp r· i arne n t e -Il 



~. 
lA 

ad eccezione del p r- i mo e de 1 l -'u l t i ma che 

rispettivamente valgono: 

b~ =-~ 9a ~~ -(1i+ .lTl.-~) HA 

( 13) 

bH=-J..~ !:l~2_r-r,. -lIl",~)(--i \. ' ~rn~\( +Al; ) HIma.x
In,ax..-z. m~)c -i 

J"·h?i coefficienti di cui eO~CCrfTlpclsta la ma t r I c e ~ n on c h e " i n
 

b (1) e h<N) 'compare se~pre la trasmissivita~
 fittizia T la 

cui e sp r e s s on e in termini infinitesimali e ' data da lI a (.5).ì 

Questa -v a ~-':!'_··q·u· j n d' j-r ", a;. SIJ"é(; ~ v ol t a'~· d-t s:t:ro, e i;-·hzra.-t a '~"soS' t 1 t lJ~n'dc':i '._'-'::~.'~-

l " i re tegra l-e c on 1 d. s omme t or- i a. t ra K=l e k:= K ,qlJe~.to u l t i rno 
m 

definito tale che 

( 14)~ L.1,~v.-14-. E-
k::,{ 

(-3) 
dO I.) €- e .' E > O i l p i u piccolo possibile 

~~~-~-~-~~-----~-~~-----------------

(3) 
E/ opportuno precis~re che si puo'" r· i usc i re a che s i a E =0 ; 
definito infatti un E' tale che: 

I - K!!1~ l_~~,=,=~ =~~ _-

E. ~ \-\-2: L:t.i,K
k.A 

-~~----~ ~:-_--

~ -=-~~-=--~ .::.....-::~------.r: 



Pertanto l/espressione discretizzata. della trasmissivita/ 

fittizia diventa: 

( 15) 

Po i ch e : sovente nelle applicazioni pratiche ha interesse 

u t l l I z z ar-e intervalli sp az i al j IJ aro i ab i 1 per megl io seguire 

l/andamento della linea piezometrica ( tale andamento infatti 

per lunghi tratti rimane pressocche/ costante, mentre v~rjazioni 

d~llo s t e ssc si possonò concentr-ar-e i n talune zone c h e per-tanto 

e.:'- necessario analizzar-e con una r'ete p i u : f i t t a) s.i e/ r i t.enu te. 
~ 

op por-t un o rimuover-e l/ ipot e '5. i che questi siano costanti. 

Conseguentemente, nulla variando nella logica risolutiva della 

(8) i coefficienti della matrice tl ,come pure gli e 1erne n t i de 1 

vette-re 8 assumeranno le seguenti nuove espressioni: 

<s.egue r~otd. 2) 

si puo/ scrivere che: 

e ponendo di volta in volta che 

segue che 

( i i ) 

.---.'.- --------=--

(i i) 



CI 

~ 

a.l' 

5) 

~e 

'e 

o 

a 

a., ,-~. D.."Xi.,J,A. '* ~(~.i. *"1l-l-l.+ (D.'t.i.~A.-A)CA.)~lI-.6.)(:V+.l*-1i--i)* 
(Ati, +~j,+~)+8 ~À.~A.~A.*T.i. ] 

a 4, li • (~i.r ~:.i. -l-J.) ~ Ky..i, T.i.J,A.+ (~i.+A. .t: L) *1,- ~Y..i +-i li.-!)* 
(~.l-~)_8&.L tsa+J.T~, . 

a.·h:. h+-L ,.; Ax ~ K~·, + tsi..'-l-4}* !:it..(.\ '+4 +(bx L+d. - b X;; )T~ -&.i+J. T~-l)+ 
B D:t.. f::;x; T4]J 

t;. L1-'J-' 

Irl ~ 1, AI 
{ i-: 2, JWJ2Jr - 1 

6() 

b.4.:-A~2 À)(~ ~)(: (6.)(~+.6._)(2.)-a~lo H-l
 

b., ~ - ~ 9~ lxx! b~i-+~C-(5ì<~-':j:-L!xi, ~A)
 
1'7 ':: 11 N-:J. 

{. i ; t (Jme.t--2.. 

b : - ~ q il)(2 'ny.Z (.6)( +~)( \ - a ~ 
li l''1l'ha}(-,l 'tm~x-4. .. 'tmax " 'tMax) }t,N+A I.max 

Pre nde n do ora in c on s i de r-az i orie l: i po t e s i di rnoto non p e r-man e n t e 

e tenuto conto che la discretizzazione del primo membro della 

(7) e.!' del t u t t o indipendente dal tipo di rno t o , non c he " 

a s sume n do i qu a e i del tutto tr-as.cu-r-abi 1 i lè var-Laz i on i t emp or a l i 

di S, s~gue, sempre con simbologia matriciale, la: 

•• "'IIii1!!III!III!!!iS"-'---~'=-=-·'· 

Ì"~_: ". 

--:._=-------....::::...-.~---



--

( 1 7)
 

Pon e n do ora 

'* do-...'e 5 e" una ma t r- i ce diagonale di 

e util izzando il metodo di CRANK-NICHOLSON secondo il quale 

valore della H a primo membro puo/ essere espresso, punto 

in funzione del valore che le H stesse assumono al 

t(j) ed al tempo t(j-l) secondo l/espressione: 

dov e ~ e" un c oe f f i c i e n te che r- i spe t t a l a cond i z i I::'n e 

(20) 

s o s t i t ue ndo nella <-17) la (19), si p e rv i e n e a l l a r 

(21 ) 

( 1 :3) 

(1 9 ) 

tempo 

per 

il 

n on c h e : 



«(· ( ( r ) t ) H U ~ ~ .J l? a u ! l a i fJa w-a =t·u a .J lE'd d'e' -e-IJj a t S ! s un,. ao ~ j a 

'e'L an6as 

(ZZ)
 

'e..JO 0tSOd 



de 11 ... 

va.lo~i 

v ar- 'i an t 

stazionario o 

p u o " 

5. Il problema propostoci consiste ora nella risoluzione 

(lO) o della (23) a seconda che trattasi di moto 

meno. 

Cc-me .gia' detto, la (lO) e·' apparentemente 1 ì n e ar-e in H e 

essere risolta i t e r a.t i vamen "te partendo da un vettore 

tentativo col quale calcolare, in prima approssimazione, 

valo~i di T e quindi', sempre in p~ima approssimazione, 

dei coefficienti della matrici A e del vettore B. 

Nell' esempio numerico riportato in 6. sorlo state -fatte 

con	 due differenti i n i z i a l i z z az i on i 

a) assurnendo il vettore H dt tentativo 

inearmente da H(l) ad H<Imax)j 

b) a s sume ncìc il gener·ico H(,i') = H(Imax) 
i!=Irrfax 

e si e' constatato che, almeno per il caso in esame, queste non 

comportano differenze sostanzial i. 

La fig. 3 illustra 10 schema logico dei calcol da eseguirsi 

~o j 

R'SOLVO lta. (...4'1.) IH H 

SI 

CALCOLO CCH lA (.(5), V~L04=<l t::)1 T 

- , 

-,-:::;:-.-- 



Analogamente, anche per la (23), cioe~ per il caso di moto non 

permanente, occorre fa.r ricorso alla logica de 11 e 

approssimazioni successive. 

In particolare si e' assunta come valore di tentativ~ al tempo 

t(j) la soluzione o t t enu t a a l t ernp o t(j-l-> e p e r f an t o 10 s c h ema 

logico risolutivo della (23) e' quello sotto riportato: 

ove 

n t s 

on~i 

si 

t~PUT 

C.oND. lNCZJ.6.L1 ±.. D ~i 

CONTORNO 

C.~LcaLo 'l"R,6;SM1S5\ v rr~ 

c..A.LC.OLO M~TQ\C.±' 

c...ALCOLO : 
D «cL E 

HV-H 

C.6LCOLD 

""'0 

51 

t=t +AT 

f8-L 

t "/ tm~>r 

[EIJt> ] 

NO 

H 

-=-lfS'1l .....""!.'I!lIIl-,;.-.- ~ y-

l· 
..&....~_.~_~._. -;S.D •__.__.~ 

~.._............J. •• _,.....
 ="- -- _---:- - --:.-~- -- ~ 



6. La fig. 

al imentata 

Le caratter'istiche 

sondaggi e 

ultime.effettuate 

Taluni dei 

rappresentano 

che p-e r i f:. 

A \ 

5 ~iproduce la sezione ~etta di una falda 

dal fiume Pescara. 

i dr-o l oq i c h s del t e r r-e n o SClnCI note 

prove di pompaggio (COLOS~~O & MANTI CA , 1985), 

in co~rispondenza di i=8 di detta figura. 

parametri rilevati e riportati nella 

i dati di INPUT del problema, una volta 

8 si abb i a la rnede s i ma si t uaz i on e strati'dr·a.fica. 

T~B. I 

PoT:E'N~~- PROT. 
DbL1..' b..L-ro 

Ne ORD1N~ 

5'TR.ò.TO ti.bL f?J.t 
hl n, 

-8-J 

.9 ,,1-52 1 . 

-3 
I 
( 

·-··~J._r~-2.-8 
\ 

\ 

~ 3 
.. 

'1.~ 

5 G.S ~3.6 

P%\(M:E~B'1.\ TA' 

n, [se« 

--~~5 f-G 

J E-S 

-A.5 ~-h 

A f-5 

5 f.-5 
-

queste 

tabella seguente 

DICOE-F-4=". 'MM..6C:;~l:Z\ N..l:1..M.:ENTO 
s= . 16 m lse« 



Ammessa nota la condi=iQne di mo t o .:.t ·~~z i on .:a.i· i D':· j ;: ..' .:.r:: ..:. u r: t .:+. 

questa qual@ condizione iniziale e si ;:/ ipotizzato un pompaggio 

c os t an t e in cor-r Lap on de nz a cii i='? par·j .~.·.004 mc ..······:..:c. p.:'.r·tir-e 

dal tempo t=2 e sino al tempo t=10, con t espresso in ore. 

Con ]"/ausil io di un programma in 1 inguaggio BASIC che traduce 10 

::. ': h ern.:'" 1 c=g i CI:; cì i fig. 4, si e'" calcoìato l/effetto 

del1/emungimento sulla superficie piezometrica della falda ed 

r·i·:.ultati o t t e nu t i per· t=~~, :.Ctno rj p or-t s ti çrar i came n t e nella. 

.:. t e·:. ':..;. f i l;t. 5. 

p u r:. t r· CI p Po n on Et·J' .::.t a t CI p o s ':. i ti i 1 Et l.) e r· i f i c .~. r· l i c Cl n cL?. t i r- e ,~, 1 J. rn.~. 

':'.9 l i Au t or- i "5embT- a n o PCl t e r- s u p e r· ar Et con bu on ·3. ap PS' C":' .:. i rns z i cn Et j 1 

~Dnfrontc con i dati sperimental i che si 6tt~rrahno allo~quando 

nella zona in esame verranno effettiv~mente prodotti ,je.;, 1 

ernu n ç i rne n t i per' il drenaggio di una profonda trince~ att~ a 

p e r·rne t t €t r· e 1 .~. r-€a.:'" 1 i z z .~. z i o n ~ .::1 i u n c o l 1 e t i: Cl r· e -fCII~ n :3.r· i Cl • 

Tabella II 

CONDIZIONI INIZIALI
 
Ascissa Potenziali 

--~ (m) (m) 
(I 12.6

100 12.5482211 
200 12. 4'7'c:,4CL 76 
300 12.4445595 
400 12.3''7'26768 
440 12.3719139
460 12.3615305 
480 12.3511456 

- 4'7'0 12.3459526 
500 12.3407593 
520 12.3303717 
-5~.O 12.3 

~ .:'" fa,:". "'... 
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7. simbologia adottata 

P Punto generico del mezzo fluido e/o poroso 

p pressione in P 

h altezza di P '5·U un piano cr-Lz z on t a l e fis.so di ~rifer·irTiento 

6----- peso specifico in P 

densi t a " in Pf 
viscosita~ del fluido in P~ 

K permeabil jta~ 

S cl:)effic.i-ente di l mm.aç az z i n arne n t o un i t arI c•
 
.u -

S coeffici,nt~ di immagazzinamen10 

i ,K indici rispettivamente degl i assi x, z 

q/ portata del pozzo o della sorgente mat~matica puntiforme 

q p or-t a t a del pozzo o della St:)r'gente ma.. t ema t i c a. 1 i n e are 

H potenziale 

T trasmissivita/ 

~t intervallo di tempo 

~~ r:... .... 
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