f differenze finite con le
I condizioni al contorno

dott. ing. Ignazio Mantica *

L’A. dopo una messa a punto, sia pur sintetica,
della teoria a sostegno delle equazioni indefinite
defl’equilibrio dinamico delle acque sotterranee
nei mezzi porosi ed in particolare nelle falde delle
pianure alluvionali e ricordando la quasi impossi-
bilita di integrazione delle stesse per via analitica
ne. espone una discretizzazione alle differenze
finite che permette la risoluzione per via numerica.
Il problema discretizzaro risulta essere lineare
e con oitime cararteristiche algebriche.

1. Equazioni deil’idraulica nei mezzi porosi

L’equilibrio dinamico dei fluidi pesanti ¢ viscosi
é notoriamente esprimibile tramite ’equazione
di Stokes-Navier(').

-

grad(p+vh)=-p%?-#vz 4

)
alle quali, al fine di rendere determinato un qua-
lunque problema di dinamica dei fluidi occorre
associare le equazioni di continuitd (principio
di conservazione della massa):

‘3;;+div(pv‘7=o @

¢ le equazioni di stato, che possiamo assumere
nella semplificata forma:

p=po[l +(P"Po)/8,] €)
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('Y La (1) andrebbe compietata, ai secondo membro, con
"addendo |

"—;# grad div vV
che diviene nullo ammettendo che p dipenda soio dal tempo
€ =aon’ dal punto.

Equazioni del flusso delle acque
botterranece € loro riduzione alle

relative

Queste equazioni alle derivate parziali seconde
nello spazio e prime nel tempo sono sufficienti.
a rappresentare il moto dei fluidi, ed in part-
colare dell’acqua, purché siano note le condizioni
al contorno e quelle iniziali.

Tuttavia. nei mezzi porosi a causa. della impossi-
bilita di conoscere la geometria del dominio
delle precedenti ¢ necsssario che queste vengano
interpretate in senso statistico tramite. [’introdu-
zione del concetto di porositd che ci permette
di applicarle, anziché alle sole cavitd, a tutto
acquifero la cui geometria puo, invece, essere
determinata.

E opportuno ricordare che la definizione di
porosita

14
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n
non & di tipo puntuale, quali queile della densita,
del peso specifico, ecc... essendo n questo caso
una tale definizione evidentemente non sigmi-
ficativa.

Le quantita a secondo membro della (4) devono
essere pertanto riferite ad un volume geometrico
discreto, per esempio un cubo di lato L; allora
la (4) d2 per valore della porositd un valore
medio per quel dato cubo (*) che viene assegnato
a tutti i punti di questo.

Giova sottolineare che !'approccio statistico
non ¢ una approssimazione piu o meno gratuita
ma una necessitd in quanto non ¢ possibile de-
finire in altro modo la geometria, in piccolo,

(*) Per renderci meglio conto di taie asserto suddividiamo
il cubetto di lato L in 1000 di lato L/10 (purché quest'uitimo
sia sempre molto maggiore della dimensione massima dei
grani solidi) per ognuno det quali si poua calcolare, tramite
la (4) una porosita, in generale diversa da queila degli aitni
cuberti. Si puo dimostrare che la media della porosita dei
cuberti di lato- L/10 & pari a queila di latzo L. Potremmo poi
ancora suddividere il cubetto di lato L/10 in 1000 di lato
L/100, ecc...
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| déel mezzo poroso; d’altra parte offre la possi-

§ Bilita di trattare questo come un dominio a
j§ frontera unica e peraltro nota.

(¥ Dal punto di vista statistico non ha piu senso

| pariare, per le acque filtranti di velocita (puntuale)

' defla particella liquida ma sarda opportuno par-
lare di velocita di filtrazione, definita, in tutt
i punti dell’acquifero (e non solo in quelli occu-
patd dall’acqua) come. rapporto tra la portata

: che attraversa una sezione di area finita S e
| i quest’ultima area.

! Con riferimento ad una generica terma di assi
! cartesiani ortogonali, la portata che attraverserd
: una superficie piana normale all’asse generico
. [ di area totale 4; di cui 4,; di vuoti é:

-

La (5) permette anche di definire un vettore
velocita di filtrazione:

VisVwi i+ Vi j+Vik 5

Tenuto ora conto che in questa visione stati-

stica possiamo ammettere che il moto si svoiga
in tanti piccoli filetti paraileli di sezione costante
e secondo le leggi del moto laminare (in quanto
il oumero di Reynolds sara moito basso) !’e-
spressione dell’equilibrio dinamico diventa (%)

mmkwa(se?) O

dove la costante K & detta permeabilita ¢ dipende
dalla granuiometnia e tessitura dei mezzo poroso.
La (7) &, a volte, interpretata con notazione

() Se assumiamo r il raggio dei filett, applicando la formula
di Poiseille, avremo

P2- o <
V= —-—’-'gmd(h+£) cioé Vfa-ﬂ'_z_"grad(},+£)
8u Y 8u 7
ar*y

dove, posto K=
8u

a (6).

Equazioni del flusso deile scque sotterranee
e loro riduzione aile differemze finite
con le reiative condizioni al comtormo

tensoriale: allora X indichera un tensore del
secondo ordine (cioé¢ con nove componenti)
e la generica delle tre equazioni sintetizzate
dalla &) sara:

Di norma si pone
Ki.;j=0 con [#)
[1 mezzo poroso si definisce anisotropo se
Kii#K; ;
ed isotropo se |
Kii=K; ;

La (3) va anch’essa omogeneizzata sommando
alla comprimibilita del fluido quella del terreno
(m,) dovuta alla variazionme di porositd pro-
vocata dalla variazione di pressione (e trascu-
rando quella propria. dei grameili solidi) per
cui diventa :

p=po[l+(m+nf) 0=05)] ()

che sostituita nella (2), dopo aver posto

Su=(my + nB) pg &)

da
« P L div(p7) =0 (10
7 at 0= )

La (7) e la (8) definiscono completamente il
problema det deflusso delle acque nei mezz
porosi, pertanto l'equazione che lo governa,
nelle ipotesi abbastanza generali prima mean-
zionate &

5
fiﬁ-div[ngrad(hﬁ-gﬂ:O (1)
g adt vl

la quale, tenuto conto deila eventuale presenza
di pozzi o sorgenti (nel senso matematico, cioé
puntuale) assume la forma piu generale
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che puo essere scritta nella forma equivalente

d D J d
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a n
=pq’ -—g_at (12)

2. L’idraulica adattata alle falde delle pianure

alluvionali

In generale gli acquerx delie pianure alluvionali
hanno uno spessore (potenza) moito inferiore
alla lunghezza e larghezza dei depositi.

In tali condizioni si puo assumere che la velocita
abbia componenti solo sul piano definito dalle
dimensioni maggiori ¢ quindi nulla neila dire-
Zone dello spessore. Se fissiamo quindi una
terna cartesiana orotogonale con gli assi x ¢
y nel piano contenente le componenti non nulle
del vettore velocita (di filtrazione) e |’asse z orto-
gonale ai precedenti verso l'alto, avremo che
V . sara nuilo con le sue derivate prime e
seconde.

In tali condizioni, integrando !’equazione inde-
finita lungo il segmento verticale di aitezza ¢
(x, y, t)y (dove e & la potenza della falda) e te-
nendo conto che

J I (ne2)] <
Oz[ pK,a <h+ >J_o (13)

(14)

{*) Infarti se ¥, ¢ nullo con le sue derivate, allora

p+2

Y
, per cui:
(h+")ao

& costante lungo ['asse

Q.l
Q’N

il

i del flusso delle acqme sottexrames-
loro riduriocne alle differenze fimite -
le reiative condizioni asi costorno

dove ¢ rappresenta gli emungiment o le immis-
sioni da un pozzo (matematico) segmentale di
traccia puntuale sul piano x, y.

Ponendo ora

H(x,y,:)=h+§ :
T,=eX, ;

T.=e¢K, ;
S=S8,e

e tenendo conto che p & costante neilo spazio
(varia solo ¢) la (14) diviene

3 0H] , 8 oH aH
—_— - += - .
(3xl: T‘a] 5y{: T’ay} =55 19

che & ancora un'equazione parabolica che, note
le condizioni iniziali e queile ai contormo, ri-
solve nelle ipotesi poste i problema dei flusso
nelle falde delle pianure alluvionali.

Nell’ipotesi aggiuntiva che i moto sia perma-
nente, cioé che sia

‘ i
—=0

at

la (15) diviene un’equazione di tipo ellittico e
abbisogna per essere definita delle sole condi-
zioni al comtormo.

3. Le condizioni al contormo

Possono verificarsi tre diversi casi di condizione
al contorno, in funzione della natura della {ron-
tiera stessa ¢ delle nostre conoscenze sul flusso
idrico attraverso essa.

a) La piu semplice deile condizioni alla frontiera
¢ data daila conoscenza su di essa (0 su una sua
parte) del valore deila piezometria. E la classica
condizione di Dirichiet detta impropriamente
di «potenziale noto».
Matematicamente si esprime assegnando la fun-
Zone '
H=H (P (x,‘/))

dove P.,, € F con F frontiera del dominio
b) I1 piu delle voite il «potenziale» lungo il
bordo non ¢ noto. Puo essere noto, invece,
il valore della portata che attraversa la frontiera
stessa. [n particolare quando questa ¢ costituita
da terreni impermeabili iI valore della portata
per la frontiera sara nullo.




8 Indichiamo con #" il versore normale esterno

i3 al bordo e detto a I'angolo tra detto versore e

'3 Passe delle x, avremo:

dg*
ds

Vi zcosa+ V,  sena= .

(16)
con dQ* portata fluente attraverso la superficie
di bordo di base ds ed altezza e.
Tenendo presente la (6) e ponendo

_do*

=
7 =%

. segue la

T, cosa.a,i{-i- 7, s«szmz‘-a--}ri =qg*
dx dy

(17

Nel caso in cui ¢* sia noto (ed in particolare

nullo), come nel caso in esame, la (17) & la clas-

sica condizione al contorno di Neumann.

¢) Su alcuni tratti di bordo, per esempio di
frontiera con altri acquiferi, puo non verificarsi
nessuno dei due casi precedenti. Da un punto
di vista matematico il problema non ¢ in generale
determinato.

4. Discretizzazione alle differenze finite

L'impossibilita di risolvere an~liticamente le
(15) con le relative condizioni al contorno su
domini affatto generali impone la ricerca di
soluzioni approssimate.

Queste, come ¢ noto, possono essere ricercate
con vari metodi, tra questi qui si fa riferimento
al metodo delle differenze finite. Allo scopo si
sovrappone ai dominio, fig. 1, una rete a maglia
quadrata (I'uso di magiie diverse ¢ possibile)
e st sostituisce nella (15) al posto dei simboli
di derivazione quelli del rapporto incrementale.
Ne segue che per ciascuna maglia i, j avremo
una equazione del tipo

AT AD+A(-T,AH) =q;,; OAx* ~

_St.jAXZ

~ (18)

(Hij = Hioy

. | dove il soprassegno sulle 7 sta a significare
che queste rappresentano la media dei valor

Equszioni del flusso defle acyme sotterramee
¢ loro riduzione aile differenze finite
con le reistive condizioni al comtomo
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delle trasmissivita relative alle maglie di cui si
eseguono le differenze A H. Posto poi

S o

=4 X2 ¢
Qi.i=q.; A N,

C{, i=
ed esplicitando le differenze 2 primo membro
che ovviamente vanno calcolate tra le quattro
maglie che la circondano ¢ la /, j-esima, avremo:

T‘éi-X+T‘U Txij-l.+T;€J
—_'Z'_"_'Hi-1°l+-_T_Hi.j+1+
7, -11+T«/ T i
+._'_.._2__.L_H,--1,,-+ 4 ‘2 2 -
Tx«j-t+Txu-‘+Tye vlj+TYi'l1+2‘
2
(TX¢,+TU)
-_E+Hi.j=“Qi.j+
+ Ci.j (= Hiy™) (19) |

[1 primo membro della (19) presenta cinque
incognite, esattamente la A relativa alla maglia :




cul ¢ stata scritta ['equazione ¢ le H relative
maglie circostanti, queste ultime hanno per
ienti |a media dei valori delle trasmissi-
miga delle maglie interessate. Il coefficiente della
El relativa alla magiia di cui si scrive 'equazione
| pari all’opposto della somma degli altri coef-
 ficienti del primo membro della stessa equazione.

8. Le condizioni al contorno in termini di diffe-
i § reaze finite

Per il primo dei casi esaminati nel paragrafo 3,
magiia di bordo con potenziale noto (o condi-
Zdone di Dirichlet), & ovviamente inutile scrivere
’equazione. Le implicazioni della presenza di
{ una maglia a potenziale noto sono tutte nelle
| equazioni refative alle maglie che la circondano
i & contribuiscono a formire i termini noti del
sistema. che vanno portati al secondo membro.
Per il secondo caso, cioe: per maglie di bordo a
flusso noto (o condizione di Neumann) andra
scritta la (19) che conterra, perd, a primo mem-
bro solo-tante incognite quante sono le maglie
del dominio che ne sono a contarto ed il coeffi-
ciente dell’incognita relativa alla maglia stessa.
sard ancora pan all’opposto della somma degii
altri coefficienti.

Cio impone automaticamente la condizione al
contorno nel caso che il flusso noto sia nuilo,
infatt: con riferimento alla fig. 2 dove supponiamo
che la maglia 3,4 abbia sul lato (a, 6) flusso
nullo, tenuto presente che

cosx = — | ; sena =0
dalla (16) segue la
oA =0 e discretizzando LF
dx Ax

daCU.I sz_;—Hg_‘:O

¢ facendo sistema tra quest’uitima e la (13),
dopo aver introdotto la maglia fittizia (2,4),

nell’ipotesi — non necessaria — di isotropia:
T35+ T34 T35+ T34
————(H33 = Hys) + ——5—

2 2

Equszioni del fusse delle scque sotterramee
¢ loro riduzione alle differenze finite
con le reiative condiziouni al coatomo
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Fig. 2
2 Tea+T
(Hs,s —Hs4) + ':%'—3’: (Hao—=H3s) +
T:4+T
+ —21—2—'—3-'1 (Hyu— H34) =034~
-Cia(H = HimY) (20)

segue che si annulla ["ultimo addendo del primo
membro. Allo stesso risultato si perviene se,
anziché introdurre la maglia fittizia (il che com-
porta la scrittura di una equazione in piu) si
annulla il relativo coefficiente, cioé

$(Tre+T30)=0
dalla quale si deduce che
Tya=-=Ts,

ed in conseguenza la (19) per la maglia in esame
diventa

+ T ; +
Ts.3 T}..LH}J n T35+ Tsa H, s +
2 2
+ Tes ‘; Ts4 He .+ T35+ Tss ‘:Tm.s + 3754

H3a=0Q347Csu (H37s = H37 (21

e cid dimostra [’asserto.




il flusso noto ¢ non nullo bastera che
(19) nella forma gia vista per il caso di
ouilo, si aggiunga al termine Q;; il flusso
po. Ci0 si prova in maniera analoga a quanto
p ¢ il flusso nullo. Il metodo di utilizzare
maglia fittizia ¢ riconducibile al noto me-
‘sndo delle immagini.

€. Sintesi matriciale

Turte le equazioni che gestiscono in termini
fimiti il deflusso deile acque sotterranee sono
lineari nelle NV incognite 4. Se ora pensiamo di
scrivere ciascuna deile M equazioni che compon-
gono il sistema con tutte le M incognite, ordi-
nandole, per .tutte le equaziomi sempre nello
stesso modo, e ci0 evidentemente si otterra
ponendo in ciascuna equazione pari a zero i
coefficienti. delle incognite che neile equazioni
originarie non vi compaiono potremmo raggrup-
pare i coefficienti dei primi membri in una ma-
trice quadrata di ordine MxAM che indiche-
remo con 4 ed in cui generico elemento sara
Dye.ne
Indichiamo poi con X il vettore coionna deile
incognite, siano esse di tipo H o g*.
Inoltre indichiamo con B il vettore colonna
costituito dai termini noti ¢ con C la matrice
(diagonale) dei coefficienti delle incognite a
secondo membro.
11 sistema potra dunque essere sintetizzato nella
espressione matriciale

AX=B+CX"—X""Y) 27N
La matrice 4 gode delle seguenti proprieta:

I. E una matrice sparsa (cioé con molti termini
nuili) infarti i coefficienti diversi da zero sono
al piu cinque, e tenendo conto che in generale

MP»S5
segue l'asserto.

II. Ha diagonale principale dominante, infatti
i coefficienti del tipo

aii

i sono in valore assoluto molto maggiori degli
i altri, ed in particolare sussiste la relazione

Equazioni def finmso deile acque sotterramos
e loro riduzione alle differemze fmite
con le reiative coundizioni al comtorno

| M
IQH=ESWM
j=l .

7II. E simmetrica, cioé %]

aﬂ.ﬂ = aﬂgﬂl

La X che compare a primo membro della (27)
puo, neila logica deile differenze finite assumere
il valore al tempo ¢, od al tempo t,.,; od ad
un tempo intermedio tra i due.

In particolare se si ammette che ciascuna delle
X = X{(r) ha sufficienti caratteristiche di rego-
larita e ci0 evidentemente si verifica tanto piu
facilmente quanto piu piccolo ¢ Ar, allora
avremo che

X=(1-0 X" - +06Xx" (28)
con O (scalare) tale che sia soddisfatta la
00<1

Ne segue che per:

=1 X assumera it valore all’istante ¢,
(metodo implicito)

=0 X assumera il valore all'istante ¢, _
(metodo espiicito)

0<8<1 X assumera un valore intermedio a

queilo relativo a1 tempi ¢, € £, -,

Sostituendo ora la (28) neila (27) éd ordinando,
segue la

DX=EFE (29)
dove si & posto |
D=49~C ed E=B-[4(1-OH+C]lXx "

(30)
la cut risoluzione da soluzione al problema non-
stazionario del moto delle acque filtranti.

E facile verificare che la matrice D gode delle
stesse proprieta della matrice A4.
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Simboli adottati

-P punto genmerico del mezzo fluido (¢/o dei mezzo
poroso)
pressione ne! punto P
altezza di P su un piaro orizzontale fisso di rife-
rimento
velocita (vettore) in P
peso specifico in P
densita in P
viscositd del fluido in P
comprimubiiitd del fluido m P
porosita
volume dei vuoti
volume nei solidi
vefocitd di filtrazione (vettore)
modulo deila veiocitd di filtrazione
componente deila velociti di filtrazione- lungo
'asse {
i, J5 & versori di una terma cartesiana ortogonale.
K permeabilita. )
S, coefficiente di immagazzinamento unitario
S coefficiente di immagazzinamento
i, /, & indici, rispettivamente, degii assi x, y, =
Vi asse’ generico
q’ portata del pozzo- o della sorgente matematica
' ! puntiforme
q portata del pozzo o deila sorgente matematica
lineare
o™ portata fluente dal bordo
q* portata unitaria fluente dai bordo
Q:.; portata dei pozzo deila i-f-¢sirna maglia
H potenziale
T trasmissivita
e potenza deila falda
At intervailo di tempo
m, comprimibilita del mezzo poroso

\.‘\‘\‘l&‘q‘ IR < > "9
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Eqmddﬂmdeﬂoaquem
¢ loro riduzione ille differemze finite
con le reiative condizioni al coutorno
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